Ecole Polytechnique 2009-2010 

Theorie de Galois 

Corrige de la Feuille d'exercices 4 

Exercice 1. 

(i) On a [K : Q] = [K : Qh/2]][Qh/2] : Q] done [K : Q] G {1,2,4}. Or ^2 ^ Q done 
[K : Q] 7^ 1. D'apres la structure des extensions quadratiques etudiee precedemment, 
^3 £ Q[>/2]. Done [K : Q[v^]] ^ 1 et [K : Q] = 4. 

(ii) x est primitif si et seulement si x — a est primitif. Done on peut supposer a = 0. 
Si deux des entiers b, c, d sont nuls, on a [Q[x] : Q] = 2 done Q[x] / K. Etudions la 
reciproque. On a x 2 G (2b 2 + 3c 2 + 6d 2 ) + 2(bcV6 + bd2V3 + cd3V2). Doncbcy/6 + bd2y/3 + 
cd3\/2 G Q[x\. La famille {1, v2, v3, v6} est une base de K sur Q. Si [Q[x] : Q] = 2, on 
a ftcv^ + bd2\^3 + cd3y/2 = Xx avec AG Q\ {0} (car au moins un produit be, bd, cd est 
non nul). On obtient aisement une contradiction en identifiant les coefficients sur la base. 

(iii) On connait les 5 sous-corps Q, Q[\/2], Q[\/3], Q[\/6], K qui sont tous differents. 
Supposons qu'on a un autre sous-corps K' . Alors [K' : K] = 2. Ainsi pour x € K ' \ Q, 
d'apres (ii) x est la forme a + b\fc avec c G {2,3,6} et a, b G Q. Done K' contient un 
des sous-corps Q[v2], Q[v3], Q[v6]- En regardant le degre, on voit que e'est l'un des ces 
sous-corps. 

Exercice 2. 

(i) On a [K : Q] = [K : Q[x]][Q[x] : Q]. Clairement [Q[x] : Q] = 3 et comme 
j $l Q[x] C R, on a [K : Q[x]] = 2. Les sous-corps Q[x], Q[i], Q[jx], Q[j 2 x] sont distincts 
stricts de degres respectifs 3, 2, 3, 3. 

(ii) Un element de <j> G G est uniquement determine par (j>{x) G {x,jx,j 2 x} et (p(j) G 
{j, j 2 }. II y a done au plus 2.3 = 6 possibilites. 

(iii) Pour L = Q(j), comme le polynome minimal X 2 + X + 1 a deux racines j et j 2 = j 
dans K, Auti(K) a deux elements, l'identite la conjugaison. Pour L = Q(x), comme le 
polynome minimal (voir PC3) X 3 — 2 a trois racines x,jx,j 2 x dans K, Auti(K) a trois 
elements, l'identite et les morphisme (j>i,(j>2 determines par 4>i(x) = jx et 4>2{x) = j 2 x. 

Comme Q C L, on clairement Auti(A') C G. 

(iv) D'apres la question precedente, G contient un sous-groupe d'ordre 2 et un sous- 
groupe d'ordre 3. D'apres le theoreme de Lagrange, 6 divise |G|. D'apres (ii), G est 
d'ordre 6. 

Comme X 3 — 2 G Q[X], on a <j(R) C R. Comme a est injectif, on a <r(R) = R. Ainsi 
l'application 4^ : a i— > ai^ est un morphisme de groupe. Or R = {x,jx,j 2 x} genere K 
comme Q-algebre, done 4* est injective. Comme les deux ensembles ont le meme cardinal, 
on obtient un isomorphisme de groupes. 

La suite sera etudiee dans une autre PC. 

Exercice 3. 

(i) Clair d'apres l'exercice (i) de la PC3. 

(ii) Soit a(x + y) G conjk(x + y) avec a G Autfc(fc). Alors a(x + y) = a(x) + cr(y), et 
cr(x), cr(y) sont des conjugues respectivement de x et de y. 

Pour le contre-exemple, on peut par exemple considerer x = j = —y sur k = Q. 

(iii) Par exemple dans l'exercice 2 avec k = Q et x. 



(iv) D'apres ce qui precede, les deux dernieres conditions sont equivalentes. Clairement, 
x G k implique ces conditions. Maintenant supposons que le seul conjugue de x est x. 
Comme k est parfait, le polynome minimal de x est separable dans une cloture algebrique 
de k. Or toutes ses racines dans sont egales a x. Done il est de degre 1, et x G k. 



